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mnm 9.1. Znaczenie parametrow geometrycznych figur ptaskich
AGH przy ocenie wytrzymatosci obiektow

Figurami ptaskimi sg przekroje obiektow, w ktdrych wyznaczane s3 sity wewnetrzne i naprezenia.

LN I

Podstawowym parametrem charakteryzujacym figure jest jej pole powierzchni — wielko$¢ mianowana
charakteryzujgca rozmiar figury.

Pole powierzchni (A) reprezentuje wptyw cech geometrycznych obiektu na jego wytrzymatos¢ jedynie w
niektérych przypadkach obcigzen, jak:

rozcigganie/sciskanie $cinanie techniczne docisk powierzchniowy




“m 9.1. Pole powierzchni figury
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W przypadkach takich obcigzen, jak zginanie lub
47 w e —— mw | skrecanie, wytrzymatos¢ elementu zalezy nie tylko od
{ //@ g % | wielkoéci ale i od ksztattu pola przekroju
} ~ @\ - < poprzecznego, a przy zginaniu takze od zorientowania

tegoz ksztattu wzgledem kierunku momentu
zginajgcego.

Do opisu tych cech konieczne jest wprowadzenie
nowych wielkosci geometrycznych charakteryzujgcych
przekréj elementu, tj. momentéw geometrycznych
http://projects kmi.open.ac.uk drugiego stopnia — tzw. momentow bezwtadnosci .

Redukcja sit wewnetrznych w przekroju elementu wymaga znajomosci potozenia jego
geometrycznego srodka ciezkosci, przyjmowanego jako biegun redukcji rozwazanego uktadu sit.

Wyznaczenie wspotrzednych srodka ciezkosci figury ptaskiej wymaga znajomosci momentéw
geometrycznych pierwszego stopnia, czyli tzw. momentéw statycznych.

Ogodlnie wiec rozwazac bedziemy nastepujace wskazniki przekrojow:
> Pole powierzchni figury,

» Momenty statyczne,

» Momenty bezwtadnosci




]]JJJ 9.2. Momenty pierwszego stopnia - momenty statyczne

Moment statyczny (dS) elementu pola (dA) obliczymy:

% wzgledem osi x, jako: dS, = y-dA

< wzgledem osiy, jako: dS, = x-dA

Stad:
Momenty statyczne figury o polu A wzgledem osi x i y
X X definiujemy odpowiednio jako:
S, "iffy-dA ya__&_f fx-dA jednostka:
2 2 (... mm3, cm3, m3...)

gdzie j oznacza catke liczong po catym polu figury A
A

Uwaga: Momenty statyczne mogq mie¢ wartos¢ dodatnig, ujemng lub réwng zeru.




lllmJJ 9.2. Momenty pierwszego stopnia - momenty statyczne
AGH

Przyktad 1: Obliczy¢ momenty statyczne prostokata o szerokosci b i wysokosci h wzgledem osi x iy
przechodzacych przez jego boki.

Sxd:eij dA =
A
b
Se=h-b- =)
C - srodek ciezkosci prostokata y
. X dx dA=h-dx
)
b X G
s,e [xeda=[x-hoax=|[Ca] <220 &= ‘'
y = | x = | x x =15 0— >
0 Y
h X X
S,=b-h-- ) :
' 2 b A=bh




M“UJ 9.2. Momenty pierwszego stopnia - momenty statyczne
AGH
~Twierdzenie 1

Moment statyczny dowolnej figury jest iloczynem pola tej figury i
odpowiedniej wspotrzednej jej srodka ciezkosci, okreslajgcej jego
odlegtos¢ od osi, wzgledem ktdrej moment statyczny jest liczony.

k= ;
Su=Ay (Sy= x|

~-Twierdzenie 2

Momenty statyczne obliczane wzgledem osi symetrii lub wzgledem
prostych przechodzacych srodek symetrii s3 rowne zero. —

~Twierdzenie 3

Jesli figura o polu A podzielona zostata w sposdb
catkowity na n czesci o polach A;, to moment statyczny
catej figury A wzgledem danej osi (SA) rowny jest
sumie momentow statycznych wszystkich czesci tej
f| ur _\LLSJ Ilgzo_nych wzgledem tej samej osi. X X




]“JJ 9.3. Srodek ciezkosci figury

Srodkiem ciezkoséci figury ptaskiej nazywamy punkt o
wspotrzednych:

gdzie: S,, S, — momenty statyczne figury odpowiednio
wzgledem osi x i y,
A — pole powierzchni figury

Osie uktadu wspétrzednych przechodzace przez srodek cieimkc;éci figt;ry r;a-zywamy -
osiami centralnymi.

~-Twierdzenie 4

Jezeli figura ma o$ symetrii to o$ ta przechodzi przez C - q!>C
srodek ciezkosci figury.

~Twierdzenie 5

Jezeli figura ma srodek symetrii to jest on
rownoczesnie srodkiem ciezkosci tejze figury.




]]]JJ 9.4. Spos6b wyznaczania srodka ciezkosci figury
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y a Dana jest dowolna figura o polu powierzchni A.

1. Przyjmujemy uktad wspotrzednych x-y.
2. Dokonujemy podziatu figury A na n czeéci w taki

sposdb by dla kazdej z tych czesci —
moéc w tatwy sposéb obliczy¢ pole ‘ A Z S;
i=1

Yeit

Yen i wskazac jej Srodek ciezkosci.
Yeci
3. Obliczamy momenty statyczne
x catej figury (A), wzgledem sA — 3 g4
. X X
obydwu oSi uktadu .
wspétrzednych (S%, §), jako sumy momentéw statycznych (54, SA‘)
n
wzgledem odpowiednich osi wszystkich czesci figury (A;) na jakie Sf, o S;',‘
podzielono cate pole A. <t =
4. Obliczamy wspoirzedne srodka aezkosa catej figury A jako:
LS TS Taxach | S TSt Thiva-A
c —_ — N — —— - - —
' A I‘IA Z!‘l Ai ) A ?:1 Ai ?:1 Ai

| = > |
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mJJ 9.4. Spos6b wyznaczania srodka ciezkosci figury

Przykiad 2: Wyznaczyé potozenie srodka ciezko$ci przekroju jak na rysunku.

{YEYC
60!
!
1 ' Y
@ 8"__ ......
.2.
Q
=R
|
I S
(=) ©
O N
-~
(=)
Xe N
20 ,
|
3
D
ol _
Y ©) Ny

100

X¢c = 0 (zgodnie z twierdzeniem 4)

Sx

)’C=Z

X

n
A=Z A;j=2-6+2-12+2-10 =56 cm?
i=1

= z Sy = z Yci* Ai
i=1 i=1

S, =2:6-7+0+2-10-(-7) = —-56 cm?

S, —56

Y=1 " 56

—1 cm




Mmm 9.4. Sposéb wyznaczania Srodka ciezkosci figury
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Przykiad 3: Jak obliczyé moment statyczny przekroju jak na rysunku?
|




ll“]]JJ 9.5. Momenty drugiego stopnia - momenty bezwtadnosci
AGH

Dla figury pftaskiej o polu powierzchni A, opisanej w

y dA A kartezjanskim uktadzie wspoétrzednych x-y definiuje sie
o nastepujace geometryczne momenty drugiego stopnia
(momenty bezwtadnosci):
< Momenty osiowe:
{ m— ] — =
= 2.dA = 2.dA
, x= | Y -ds L =|x
o )I‘ X | A s S A . A
< Moment biegunowy: ’edn_c_’_Stk"
4
mm
]o%."—‘[rz-dA [ em®
A m*

< Moment dewiaciji:

]xy(D,,y)“:"fx-y-dA
A

Uwaga: Momenty osiowe i moment biegunowy moga by¢ tylko dodatnie, moment dewiacji moze byc¢
dodatni ujemny lub réwny zeru.



M“UJ 9.5. Momenty drugiego stopnia - momenty bezwtadnosci
AGH
~Twierdzenie 6

Moment bezwtadnosci (J,), obliczany wzgledem bieguna uktadu wspétrzednych x-y, rédwny jest sumie
momentow osiowych J, oraz J,. Qe —————

Jo=1x+1y
Dowéd: y a8 5
.
]0d=effr2.d,4=j(x2+y2)~dA =]y2-dA+jX2-dA =Jxt+]y
A A A A {
(0) X X

~Twierdzenie 7

Momenty bezwtadnosci s3 addytywne  Np.
(podobnie jak momenty statyczne), tzn:




ll“]]JJ 9.5. Momenty drugiego stopnia - momenty bezwtadnosci
AGH

Twierdzenie 8

Jezeli figura posiada o$ symetrii, z ktorg pokrywa sie chociaz jedna z osi uktadu wspoétrzednych, to
moment dewiacji J,, obliczany wzgledem takiego uktadu osi jest rowny zero.

Dla kazdego wycinka pola powierzchni dA;
istnieje taki symetryczny wycinek dA;, = dA;, ze:

x-y-dA;=—x-y-dA;
stad:

x-y-dA=— f x-y-dA

A(x>0) A(x<0)
wiec:

]xy=Jx-y-dA=O
A




mJJ 9.6. Promienie bezwladnosci
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v dA _Definicja
A
Promien bezwtadnosci wzgledem osi k (lub bieguna O) jest to‘

4 taka odlegtos¢ i, od prostej k (lub i, od bieguna O), w ktorej
skupione cate pole figury (A) daje moment bezwiladnosci
wzgledem tej prostej (lub tego bieguna) réwny rzeczywistemu

< | momentowi rozwazanej figury. ‘

(0] X X
~Twierdzenie 9 i def
B e B
Pomiedzy promieniami bezwtadnosci wzgledem osi uktadu
wspotrzednych x-y (iy, i i),), a promieniem bezwtadnosci
wzgledem bieguna tego uktadu (i, ) zachodzi zaleznos¢: iy =
ian &
Dowdd: Jo=J,+], | lg =
gdzie: Jo =A-ij Jx=A-i ]y=A'i§'
A-3=A(2+i3) O |iZ=i2+i2




mJJ 9.7. Gtowne centralne momenty bezwiladnosci
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]x+]y:]0=]11+lf j

Suma momentéw bezwtadnosci wzgledem osi uktadow
wspotrzednych o wspolnym biegunie jest stata, chociaz wartosci
poszczegdlnych momentow osiowych zmieniajg sie wraz z obrotem
uktadu wspétrzednych wzgledem bieguna.

Musi istnie¢ taki kat o dla ktorego momenty osiowe bedg przyjmowac

wartosci ekstremalne. Potozenie takie wyrdzinia zerowa warto$¢ momentu
dewiacji liczonego wzgledem danego uktadu osi.

Uktad osi wzgledem ktorego mement dewiacji J,,=0 nazywamy giéwnymi osiami bezwtadnosci.

Momenty bezwtadnosci obliczane wzgledem tych osi przyjmuja wartosci ekstremalne i nazywamy je
gtéwnymi momentami bezwtadnosci.

Jezeli ktérakolwiek z osi uktadu wspétrzednych pokrywa sie z osig symetrii rozwazanej figury, to osie te
sg gtownymi osiami bezwtadnosci (por. twierdzenie 8).

Gtéwne osie bezwtadnosci przechodzgce przez srodek ciezkosci figury nazywamy gidéwnymi centralnymi
osiami bezwtadnosci, a obliczane wzgledem nich momenty drugiego stopnia to gtéwne centralne
momenty bezwtadnosci.



MJ 9.7. Gléwne centralne momenty bezwtadnosci
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Przyktad 4: Obliczy¢ gtdwne centralne momenty bezwtadnosci
prostokata o szerokosci b i wysokosci h.
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Stad:

Podobnie:

mJJ 9.8. Twierdzenie Steinera

Przyjmujemy prostokatny ukiad wspotrzednych (x, y) o poczatku
lezacym w Srodku ciezkosci pola A figury.

Dane:a, b, r, J,, JyJdordyy Szukane: J, J,, Jw» 4,y
def 2, — —- 2, X to 0$
u = j vt -dA = j(y a)”-dA centralna
A

A
=|fy2-dA|—2a|fy-dA|+a2|jdA\
< ]xC ch'=0 4 A

- Ju =lxc+a2 A J

- =lyC‘+ b%-A '

Jw=Jo+7*:4 |

Juv =)y +a-b-4]

Jw=Ju+J, =[1xc +1yc]+ Aﬁw2 - bz)]

Jo r?

vMoment bezwtadnosci pola A figury ptaskiej

wzgledem dowolnej prostej jest rowny
momentowi bezwtadnosci tej figury wzgledem
osi centralnej rownolegtej do rozwazanej

| prostej, powiekszonemu o iloczyn pola tej figury
' i kwadratu odlegtosci migdzy osiami.




M“UJ 9.4. Sposob wyznaczania srodka ciezkosci figury
AGH

Przyktad 4: Obliczy¢ gtéwne centralne momenty bezwtadnosci dwuteownika jak na rysunku.

80 - Os y, jest osig centralng gdyz pokrywa sie z osig symetrii figury.

a) Wyznaczanie srodka ciezkosci figury (wspétrzednejy,)

| ol
Ny § TXer o =% _Sx1+Sx2+Sx3 8-2-15+0+18-2-(~15)
A A +A;+A3; T 8.2+28-1+2-18
300 35 ~-37.5
§ Yc = R cm | Yo = .5 mm
b) Wyznaczanie gtéwnych centralnych momentow bezwtadnosci
= - y
S 2 -TeSt Se=hothe thao N
" i [ o\
= 2-83+28-13+2-183 em®) K T
= = cm .
5 <o x  Jye=7p 12 12 iV
H - b:
Jyc = 1059.667 cm* R b3
Y N -
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MJ 9.4. Spos6b wyznaczania srodka ciezkosci figury

Przyktad 4: Obliczy¢ gtéwne centralne momenty bezwtadnosci dwuteownika jak na rysunku.
80

Yec = —37.5mm

a) Wyznaczanie srodka ciezkosci figury (wspotrzednej y,)

21 :; Y T b) Wyznaczanie gtdwnych centralnych momentow bezwtadnosci
c1
Jyc = 1059.667 cm* Tw. Steinera:
Q Ju=Jxc t a*-A
a ]xczlxc®+]xc® +]xc®
3 dvc
4 2. 2( et ! ;
. e Jee® =5~ +8-2-(15+3.75) (cm*) |
(=) | - § €2 .8 < |- |
N t5 1-283 i 4 Xc
™ i Je@ =55+ 128 (3.75)*(cm*) L/
= =0 «x 3 - b
§ ¢ Je@=—75; +2:18-(15- 3.75)2 (cm*) bR
Jxc = 5630.333 + 2223.083 + 4568.25(cm*) Jxe =435
" 8_' Xes | J.c=12421.666 cm*
\

Jo = Jxe +]yc

Jo =13481.333 cm*






